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ANALISI MATEMATICA B
Esercizio 1. Nelle domande da A) a F) si considera una funzione scalare U : R2 → R
che e` potenziale del campo F : R2 → R2 dato da F = ∇U = (−2xy + 2x, y2 − βx2 + 2y).
Si deve determinare U solo nella domanda E).
A) Trovare l’unico valore di β per il quale puo` sussistere l’uguaglianza F = ∇U e man-
tenerlo nelle domande da B) a E).
Il campo F deve essere chiuso per essere dotato di potenziale U . Quindi necessariamente
∂y(−2xy + 2x) = ∂x(y2 − βx2 + 2y)
cioe`
−2x = −2βx
da cui
β = 1.
B) Trovare i punti critici di U e classificarli.
Le derivate parziali di U sono le componenti di F assegnate. Il sistema dei punti critici
e` quindi −2xy + 2x = 0y2 − x2 + 2y = 0
le cui soluzioni sono
(0, 0), (0,−2), (±
√
3, 1).
La matrice hessiana delle derivate seconde e` −2y + 2 −2x
−2x 2y + 2

e sostituendo le coordinate dei punti critici si conclude, in base ai noti criteri sulla seg-
natura delle forme quadratiche, che (0, 0) e` di minimo relativo mentre gli altri tre punti
sono di sella.
C) Calcolare
∫ ∫
B
(Uxx − Uyy)dxdy dove B = {(x, y) : 6x ≤ y ≤ 1, x ≥ 0} riducendo
l’integrale secondo l’ordine dydx e ripetendo poi il calcolo secondo l’ordine dxdy.
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Abbiamo Uxx − Uyy = −4y. L’insieme di integrazione e` il triangolo di vertici (0, 0),
(0, 1), (1/6, 1). Il primo ordine di integrazione dydx porta a∫ 1/6
0
∫ 1
6x
−4ydydx =
∫ 1/6
0
[−2y2]16xdx =
∫ 1/6
0
(−2 + 72x2)dx = −2/9.
L’altro ordine conduce ovviamente allo stesso risultato:∫ 1
0
−4y
∫ y/6
0
dxdy =
∫ 1
0
−2y2/3dy = −2/9.
D) Direttamente dalla definizione di integrale di lavoro, calcolare
∫
γ
F dove γ e` il segmento
orientato di estremi (0, 3) e (3, 0) nell’ordine, giacente sulla retta x+ y = 3.
La parametrizzazione cartesiana del segmento e`
x = t, y = 3− t, 0 ≤ t ≤ 3
con
x′ = 1, y′ = −1.
L’integrale di lavoro vale∫ 3
0
f1x
′ + f2y′dt =
∫ 3
0
[−2t(3− t) + 2t− (3− t)2 + t2 − 2(3− t)]dt = −9.
E) Determinare U verificando poi il risultato ottenuto in D).
Integrando la prima componente si ottiene
U =
∫
(−2xy + 2x)dx = −x2y + x2 + h(y)
mentre da Uy = f2 segue
−x2 + h′(y) = y2 − x2 + 2y
quindi
h(y) =
∫
(y2 + 2y)dy = y3/3 + y2 + c.
Dunque
U = −x2y + x2 + y3/3 + y2 + c.
Da
U(3, 0)− U(0, 3) = 9− 18 = −9
si ha la verifica di D).
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Esercizio 2. Si consideri la funzione f : C → C della variabile complessa z = x + iy,
x, y ∈ R, con f = u + iv, u, v ∈ R. Se u = e−y cosx, chi deve essere v affinche` f sia
olomorfa? Qual e` in tal caso l’espressione analitica di f(z) in termini della variabile z?
Le condizioni di Cauchy-Riemann sono
ux = vy, vx = −uy
quindi, rispetto all’incognita v,
vx = e
−y cosx, vy = −e−y sinx.
Integrando la prima equazione si ha
v = e−y sinx+ h(y)
ed imponendo la seconda si ottiene
h′(y) = 0
da cui
h(y) = c.
Dunque
v = e−y sinx+ c
che significa, scrivendo ancora c per ic,
f = u+ iv = e−y(cosx+ i sinx) + c = e−y · eix + c = e−y+ix + c = ei(x+iy) + c = eiz + c.
Esercizio 3. Si consideri la funzione x(t) = 1(−∞,0) · et.
A) Calcolare la trasformata di Fourier xˆ(ω).
xˆ(ω) =
∫ 0
−∞
e−iωtetdt =
∫ 0
−∞
e(−iω+1)tdt =
1
1− iω .
B) Determinare la derivata x′ nel senso delle distribuzioni seguendo la definizione.
Dalla definizione si ha
〈x′, ϕ〉 = −〈x, ϕ′〉 = −
∫ 0
−∞
etϕ′(t)dt.
Integrando per parti si ottiene
〈x′, ϕ〉 = −ϕ(0) +
∫ 0
−∞
etϕ(t) = −〈δ, ϕ〉+ 〈x, ϕ〉
e si conclude
x′ = −δ + x
4 ANALISI MATEMATICA B
come prevedibile dalla derivazione di una funzione con salto.
C) Calcolare xˆ′ direttamente dal risultato di B) e verificare la relazione attesa con xˆ.
Si ha
xˆ′ = −δˆ + xˆ = −1 + 1
1− iω =
iω
1− iω .
In particolare
xˆ′ = iωxˆ
come ci si aspetta.
D) Verificare il risultato di A) con la formula di antitrasformazione distinguendo i tre casi
t < 0, t = 0, t > 0.
Si tratta di calcolare
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
eiωt
1− iωdω.
Per t = 0, punto di salto, abbiamo
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1
1− iωdω =
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1 + iω
1 + ω2
dω.
L’integrale tra −R ed R della parte immaginaria vale 0 per simmetria dispari quindi ci si
riduce a
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1
1 + ω2
dω =
1
pi
lim
R→+∞
∫ R
0
1
1 + ω2
dω =
1
pi
lim
R→+∞
[arctanω]R0 =
1
2
.
Il risultato, come deve essere nei punti di salto, coincide con [x(0+) + x(0−)]/2.
Per t 6= 0 si usano tecniche di analisi complessa. Si considera la funzione
f(z) =
eizt
1− iz , z = ω + iy
che ha un polo semplice per z = 1/i = −i.
Dal momento che |eizt| = |eiωt · e−yt| = e−yt, per t > 0 si deve prendere y > 0 dove non
ci sono singolarita`. L’integrale di antitrasformata vale quindi 0 per t > 0 e questo va bene
in quanto x(t) = 0 per t > 0.
Per t < 0 si deve prendere y < 0 dove abbiamo il polo semplice in z = −i con residuo
lim
z→−i
(z + i)
eizt
−i(z + i) =
et
−i .
Tenendo conto anche dell’orientamento orario nel semipiano inferiore, l’integrale di anti-
trasformata per t < 0 vale quindi
1
2pi
(−2pii) e
t
−i = e
t
ed anche questo va bene in quanto x(t) = et per t < 0.
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Esercizio 4. Risolvere il problema x′′ − 4x′ + 4x = et, x(0) = 0, x′(0) = 1, per mezzo
della trasformata di Laplace antitrasformando attraverso la regola generale.
Si ottiene
Xs2 − 1− 4Xs+ 4X = 1
s− 1
da cui
X =
s
(s− 1)(s− 2)2 .
La funzione x(t), per la regola generale, vale la somma dei residui della funzione
estX(s) =
sest
(s− 1)(s− 2)2
che ha un polo semplice per s = 1 ed un polo doppio per s = 2. Il residuo nel polo
semplice vale
lim
s→1
sest
(s− 2)2 = e
t.
Il residuo nel polo doppio vale
lim
s→2
d
ds
sest
s− 1 = lims→2
(1 + st− s)est
(s− 1)2 = (2t− 1)e
2t.
Concludendo
x(t) = et + (2t− 1)e2t.
